LE QG 3E - MATI—IéMATlQUES - GEOMETRIE

Le nombre d'or en 3¢ :
comprendre ses liens

avec lLa geometrie et la

hature

ED Difficulte **%x @ 50 min

Objectif : reconnaitre Le nombre d'or

Tombe souvent au brevet Version dys

Prenom : Date :

Compétence visee (programme cycle 4) : Pythagore,
Thalés, trigonometrie, transformations, geometrie dans

l'espace (solides, sections, agrandissement-reduction).

P Coach Vince te resume l'essentiel
L

» Le nombre d'or, note O, vaut environ 1,618
et verifie l'egalite ®* = O + 1.
» Un rectangle est dit d'or lorsque le

quotient de sa longueur par sa largeur est

égal, ou trés proche, de O.

» Dans la nature, certaines organisations
presentent des rapports ou des spirales
proches de ce modele, sans que ce soit une

regle universelle.
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AU BREVET, ON TE DEMANDE..

Tu peux devoir calculer un rapport de
longueurs, exploiter une construction avec J5 ou
interpreter des mesures dans un contexte
geometrique. Les exercices peuvent aussi
mobiliser Thalés, la trigonometrie, une

transformation ou une section de solide.

Type de question Calcul & justifier, analyse de
mesures, question de
geometrie avec Pythagore,
Thalés, trigonometrie,
transformation,
agrandissement-reduction ou

section de solide.
Exemple type Un rectangle mesure 34 om

sur 21 cm. Calcule le quotient
de sa longueur par sa

largeur, puis indigue si ce
rectangle est proche d'un

rectangle d'or. _
Inverser le quotient, oublier

de convertir les unites,
appliguer une propriete sans
verifier ses conditions ou
conclure a une egalite exacte

a partir de mesures arrondies.

LA LECON

Le nombre d'or : une proportion

precise ,
Le nombre d'or est un nombre irrationnel, note O,

qui apparait lorsqu’un segment est partage selon
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une proportion particuliere. Imagine un grand
segment decoupe en une grande partie et une
petite partie. La division est d'or lorsque le
quotient du segment entier par la grande partie
est egal au quotient de la grande partie par la
petite partie. Les deux quotients ont alors la

méme valeur : ®. Cette condition s'ecrit : entier =+
grande partie = grande partie + petite partie.La
valeur exacte de O est (L + /5 + 2. Sa valeur

approchee est Q@ =~ 1,618. Comme J5 est irrationnel,
QO posséde une infinite de decimales non
periodigues. Dans un calcul concret, tu dois
annoncer si tu donnes une valeur exacte, avec /5,
ou une valeur approchee, avec le symbole =~.Le
nombre @ verifie une propriete fondamentale : @ =
O + 1. Cette egalite permet de reconnaitre le
nombre d'or dans des calculs algebriques ou
geometriques. Si un nombre positif x verifie x* = x
+ 1, alors x est egal a ®. En effet, l'equation x* -
X - 1 =0 possede deux solutions, mais une seule
est positive : ©. Le nombre negatif associe ne
peut pas representer le quotient de deux
longueurs positives.Ne confonds pas « proche de O
» et « egal & ® » Un rapport de longueurs peut
étre 1,62 : il est proche de 1,618, mais il ne
constitue qu'une approximation. En geometrie, une
construction a la regle et au compas peut produire
une longueur exactement liee a J5 ; une mesure
faite a la regle donne seulement une estimation.
La demarche & suivre est simple : tu identifies les
longueurs comparées, tu calcules le quotient dans

le bon ordre, puis tu interpretes avec precision.
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Le rectangle d'or

Un rectangle d'or est un rectangle dont le
quotient de la plus grande longueur par la plus
petite longueur vaut @. Si sa largeur vaut L, sa
longueur vaut @ x L. Le quotient doit toujours
étre superieur ou egal a 1 : place donc la plus
grande dimension au numerateur.Ce rectangle
posséde une propriete remarquable. Si tu retires
un carre ayant pour cote la largeur du rectangle,
le petit rectangle restant est semblable au
rectangle de depart. Cela signifie que les angles
correspondants sont égaux et que les longueurs
correspondantes sont proportionnelles. Cette
propriete decoule de @ = @ + LExemple : un
rectangle de largeur 5 et de longueur 50 est
exactement un rectangle d'or. Sa longueur vaut
environ 8,09. Un rectangle de largeur 8 et de
longueur 13 n‘est pas exactement d'or, car 13 + 8
= 1,625, mais ce rapport est proche de ®. Dans
un enonce, observe le vocabulaire : « est un
rectangle d'or » demande une egalite exacte ou
une construction rigoureuse ; « se rapproche d'un

rectangle d'or » autorise une comparaison

approchee.

Construire une longueur d'or avec
Pythagore

B Trace un carre ABCD de cote 1. Place M, milieu
du segment [AB]. Tu as donc AM = MB = %

B Dans le triangle MBC rectangle en B,
'hypotenuse est [MC], car elle est opposee a

'angle droit situe en B. Le theoréme de
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Pythagore s'appligue uniguement parce que le
triangle est rectangle : MC* = MB* + BC-

A Calcule : MC* = ¥ + 1 = % + 1 =5 + 4 Comme
MC est une longueur positive, MC = /5 + 2

B Trace le cercle de centre M et de rayon MC. Il
coupe la droite (AB), prolongee au-dela de B, en
un point N. Alors MN = MC = /5 :+ 2.

a Additionne AM et MN : AN = % + /5 + 2 = (1 +
J/5) + 2 = 0. Le segment [AN] a donc pour
longueur @ lorsque le cote du carre mesure L

ASi le carre a pour cote c, toutes les longueurs
sont multipliees par c. La construction donne
alors une longueur ¢ = ®. Un agrandissement ou
une reduction conserve les rapports de
longueurs : un rectangle d'or reste un rectangle

d'or.
Thales, trigonometrie et

transformations : exploiter une figure
Le nombre d'or peut étre etudie dans des figures

ou interviennent plusieurs outils du programme de
3. Lorsque des droites sont paralleles, le
theoréme de Thalés permet de calculer une
longueur manquante et donc de former un rapport.
Par exemple, dans un triangle ABC, si M
appartient & [AB], N appartient a [AC] et si (MN)
est parallele a (BC), alors AM = AB = AN + AC -
MN + BC. Il faut toujours citer les alignements et
le parallelisme avant d'appliquer Thalés. Une fois
une longueur calculee, tu peux comparer un
quotient a ® ; Thalés ne prouve pas a lui seul
qu'une figure est d'or.Dans un triangle rectangle

issu d'un rectangle d'or, la trigonometrie peut
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egalement étre utile. Si la longueur vaut L, la
largeur L et que la diagonale forme un angle a
avec la longueur, alors tan a =L + L. Pour un
rectangle dor, L =+ L = @, donc L + L est environ
égal a 0,618. Avec une calculatrice, tu peux
determiner l'angle a & partir de tan a, ou calculer
une longueur lorsque l'angle et une autre longueur
sont connus. Choisis sin, cos ou tan en reperant
les cotes oppose, adjacent et L'hypotenuse dans le
triangle rectangle.Une translation, une rotation, une
symetrie axiale ou une symetrie centrale conserve
les longueurs et les angles : L'image d'un rectangle
d’or par l'une de ces transformations est donc
encore un rectangle d'or. Une homothetie, un
agrandissement ou une reduction multiplie toutes
les longueurs par le meme coefficient. Le rapport
longueur + largeur est alors conserve. Attention
une transformation geometrique ne change pas la
nature d'un rectangle d'or, mais une deformation
qui ne conserverait pas les proportions pourrait

modifier son rapport.

Suite de Fibonacci et observations

dans la nature

Objet etudie Calcul ou Interpretation
observation rigoureuse

Suite de Chaque terme Les quotients

Fibonacci est la somme de deux termes
des deux consecutifs se

precedents : 1, rapprochent de

1, 2, 3, 5 8, 13, O : 13 + 8 =

21... 1,625 et 21 + 13
~ 1,0l15.
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Organisation de
certaines
feuilles

Capitules et

pommes de pin

Angle d'or

exercices-3eme.fr

Les positions
successives
peuvent former
des spirales
visibles autour

d'une tige.

Des spirales
dans deux sens
peuvent étre
comptées sur
certaines

structures.

Un tour
complet mesure
360°.

associe a O

L'angle

vaut environ
137,5°.
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Certaines
plantes
presentent des
nombres de
spirales lies a
des termes de
Fibonacci. Ce
n‘est ni
systematique ni
une preuve que
toute plante «
suit » ¢.

Les nombres
observes sont
parfois des
nombres de
Fibonacci. Il
faut verifier
'objet etudie
au lieu
d'affirmer une
régle generale.
Cet angle peut
favoriser une
repartition des
elements autour
d'un axe, mais
il decrit un
modele
mathematique,

pas une Lloi
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valable pour

toute La nature.

Solides, sections et agrandissement-

reduction
Le vocabulaire du nombre d'or peut aussi étre

utilise dans la geometrie dans l'espace. Considére
par exemple un prisme droit dont la base est un
rectangle d'or. Si un plan coupe ce prisme
parallelement aux bases, la section obtenue est un
rectangle superposable a la base : ses dimensions
et son rapport sont donc conserves. Dans un
prisme droit, une section parallele & une base a la
méme forme et les mémes dimensions que cette
base. Tu dois distinguer la figure plane obtenue
par la section du solide entier.Dans une pyramide
ou dans un cone, une section parallele a la base
produit une figure semblable a la base, mais
generalement plus petite. Les longueurs de la
section sont obtenues par un coefficient de
reduction compris entre 0 et 1. Les aires sont
alors multipliees par le carre de ce coefficient et
les volumes par son cube. Au niveau 3¢ lLlis
attentivement les donnees : si un coefficient k est
donne pour les longueurs, tu multiplies chaque
longueur correspondante par k. Le quotient de
deux longueurs correspondantes est inchange.Pour
representer un solide, verifie quelles arétes sont
visibles, lesquelles sont cachees et quelle est la
position du plan de coupe. Une section parallele a
une face ne se deduit pas d'une simple impression
visuelle : tu dois t'appuyer sur le parallelisme des
plans ou des arétes indique dans l'enonce. Dans
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une situation d'agrandissement—réduction, conserve
les unites et applique le méme coefficient &
toutes les longueurs concernees. Ces methodes
sont frequentes dans les exercices de brevet,
méme lorsque le contexte evoque l'architecture, un

objet ou une forme naturelle.

Observer, calculer, conclure : la

methode solide
Face & une photographie de fleur, de coquillage ou

d'architecture, garde une attitude scientifigue. Une
image peut suggerer une spirale ou une proportion
harmonieuse, mais elle ne demontre rien a elle
seule. Pour etablir qu'un rapport est proche du
nombre d'or, tu dois disposer de mesures
identifiees, calculer le quotient demande et le
comparer a 1,618. Si les dimensions sont arrondies,
ta conclusion doit elle aussi étre prudente : « le
rapport est proche de ® » est acceptable : « le
rectangle est exactement d'or » ne l'est pas sans
donnee exacte.Quand tu compares deux longueurs,
ecris l'unite et verifie qu'elle est identique pour
les deux mesures. Le quotient de 32 ¢cm par 20 cm
vaut 1,6. Ce resultat est proche de @, mais l'ecart
existe. Si tu avais 32 mm et 2 cm, tu convertirais
d'abord 2 ¢cm en 20 mm avant de calculer 32 + 20.
Un quotient de longueurs est sans unite lorsque
les deux longueurs sont exprimees dans la méme
unite.,e nombre d'or peut aussi apparaitre dans un
exercice de geometrie utilisant des racines
carrees, une construction ou un agrandissement. Lis
la figure avant de te lancer. Repéere les segments

egaux, les milieux, les triangles rectangles et les
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droites prolongees. Si tu utilises Pythagore,
annonce d'abord que Lle triangle est rectangle et
nomme l'hypotenuse correctement. Si tu utilises
Thalés, verifie les alignements et le parallelisme.
Si tu utilises une homothetie ou un coefficient
d'agrandissement, applique-le a toutes les
longueurs correspondantes. Ensuite seulement,
forme le quotient longueur =+ largeur.Derniere
verification : dans un rectangle d'or, la longueur
est plus grande que la largeur, donc le rapport
longueur + largeur doit étre superieur a 1. Un
resultat comme 0,618 peut étre utile, mais il
correspond au quotient Llargeur + longueur. Il n'est
pas faux : il ne repond simplement pas au
qguotient attendu. Conseil de Coach Vince : une
conclusion courte, justifiee et bien formulee vaut

mieux qu'une affirmation spectaculaire.

Exemples resolus

Verifier si un rectangle est proche d'un
rectangle d'or

énoncé. Un rectangle mesure 21 cm de longueur
et 13 cm de largeur. Determine si ses dimensions

sont proches de celles d'un rectangle d'or.

1. La longueur est 21 cm et la largeur est 13

cm ; le quotient & calculer est donc 21 + 13.

2

2. On obtient 21 + 13 =~ 1,615.

3.0r O =~ 1,618. Les deux valeurs sont tres

proches.

4, Les mesures etant entiéres et le quotient
etant approche, on ne peut pas affirmer que le

rectangle est exactement dor.
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Resultat : Le rectangle est proche d'un
rectangle d'or, car 21 + 13 = 1,615 est proche de
1,6018.

Construire une longueur liee au nombre d’or
Enonce. ABCD est un carré de coté 6 cm. M est
le milieu de [AB]. Dans le triangle MBC, calcule
MC puis la longueur AN obtenue en prolongeant
[AB] au-dela de B et en placant N tel que MN =
MC.

1. M est le milieu de [AB], donc MB = 3 cm. De
plus, BC = 6 o<m.

2. Le triangle MBC est rectangle en B. Son
hypotenuse est [MC], opposee au sommet B.

3. D'aprés le theoréme de Pythagore, MC? = MB? +
BC* = 3% + 62 = 9 + 36 = 45.

4. MC
positive.

J45 = 3/5 cm, car MC est une longueur

1

5, A, M et N sont alignés, avec AM = 3 cm et
MN = 3/5 cm. Donc AN = 3 + 3/5 = 3(1 + /5) cm.

6. Comme O = (1 + /5) + 2, on obtient AN = 60

cm.

Resultat : MC = 3/5 cm et AN = 60 cm, soit

environ 9,71 cm.
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TA SEANCE D'ENTRAINEMENT

1 Valeur repere

Choisis la valeur approchee de Q.

1.0 est environ égal a : 0,618 ; 1,618 ; 2,018 ; 3,6l8.

2 Le bon ordre

Calcule le quotient longueur + largeur.

1. Un rectangle mesure 13 cm de longueur et 8 cm

de largeur.

3 Serie de Fibonacci
Compléete chaque suite en ajoutant les deux termes
precedents.

1.1 : 1 : 2 : 3 33 5 : ..

2.2 : 3 : 5 : 8 :: ..

4 ldentite a connaitre

Compléte les egalites.

1.d)2:¢+

5 Construction sur un carre

Calcule la longueur demandee en justifiant [‘usage de

Pythagore.

ABCD est un carre de cote 4 cm. M est le milieu
de [AB]. Calcule MC.

exercices-3eme.fr Page 12 / 15 Usage classe et famille autorise



6 Observer sans affirmer trop vite

Indique si chaque affirmation est vraie ou fausse.

1. Toute plante possede exactement des proportions

liees au nombre d'or.

1 Conclusion justifiee

Analyse les dimensions et redige une conclusion precise.

Un rectangle mesure 13 cm sur 8 cm. Est-il
exactement un rectangle d'or ? Est-il proche d'un

rectangle d'or 7

8 Agrandissement et proportion

Applique la reduction puis verifie le rapport des

dimensions.

1. Un rectangle mesure 65 ¢cm de longueur et 40 cm
de largeur. Reduis-le avec le coefficient 3 + 5,
puis calcule le nouveau rapport longueur +

2. Le rectangle reduit est-il proche d'un rectangle
d'or 7
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EVALUATION

Redige les calculs utiles, justifie toute
utilisation du theoréme de Pythagore Bareme : 20 points

et formule des conclusions precises.

1. Donne la valeur exacte et une valeur / 3

approchee de 0.

2. Calcule le quotient longueur + largeur d'un / 3

rectangle de dimensions 34 cm et 21 om.

3. Indigue si le rectangle de dimensions 34 <m / 3
et 21 cm est proche d'un rectangle d'or.

4. ABCD est un carre de cote 106 cm. M est le / 4
milieu de [AB]. Calcule MC.

6. Expligue en une ou deux phrases pourquoi une / 4
photographie de spirale ne suffit pas a

prouver lLa presence du nombre d'or.
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Les conseils de €Coach Vince

Annonce la regle

Avant tout calcul de Pythagore, ecris que le
triangle est rectangle et nomme son
hypotenuse. Ta redaction montre que tu
choisis la bonne methode, pas seulement une

formule.

Conclue a La bonne precision

Un quotient decimal permet de dire « proche
de ® », pas « egal a Q@ » Verifie aussi que
ton rapport longueur + largeur est superieur
a L.

Pour aller plus loin sur exercices-3eme.fr

>» Toutes les fiches de Mathematiques en 3 - /

mathematiques—3eme/

>»Le domaine « geometrie » en 3 . |/

mathematiques—Seme/geometrie/

> Preparer le brevet (dates, epreuves, methode)
/brevet/
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